
Tarea 7

Fecha de Entrega: 30 de Abril.

Problema 1 (Ejercicios 1.6.5 y 1.6.6 de Tao). Sea f ∈ L1(R) y F (x) :=
∫
(−∞,x] f(t)dt.

1. Muestra que F es cont́ınua.

2. Si para c.t. x ∈ R valen

lim
h↓0

1

h

∫
[x,x+h]

f(t)dt = f(x) = lim
h↓0

1

h

∫
[x−h,x]

f(t)dt,

muestra que F es differenciable en casi todo x ∈ R y vale F ′(x) = f(x) para c.t.
x ∈ R.

Problema 2 (Lemma 1.6.17 de Tao). Sean −∞ < a < b < +∞ y sea F : [a, b] → R
cont́ınua. Demuestra que existe una famı́lia a lo más numerable de intervalos abiertos
non vaćıos In = (an, bn) tales que

1. Para cada n vale F (an) = F (bn) o vale an = a y F (bn) ≥ F (an).

2. Si x /∈
⋃
n≥1 In entonces para cada y ∈ [x, b] vale F (y) ≤ F (x).

Problema 3 (Ejercicio 1.6.12 de Tao). Sea f ∈ L1(R) a valores en R, y

f ∗(x) := sup
h≥0

1

h

∫
[x,x+h]

f(t)dt.

Demuestra que para todo λ ∈ R (incluso λ = 0 o λ < 0) vale

λm({x : f ∗(x) > λ}) ≤
∫
{x: f∗(x)>λ}

f(x)dx,

dónde m es la medida de Lebesgue en R.

Pista: considera el caso λ = 0 primero, ocupando el problema precedente.

Problema 4 (Ejercicio 1.6.13 de Tao). Si f ∈ L1(R) y λ > 0, muestra que

m

({
x ∈ R : sup

h>0

1

h

∫
[x,x+h]

|f(t)|dt ≥ λ

})
=

1

λ

∫
R
|f(t)|dt.

Pista: considera inicialmente el caso cuando f tiene sopórte compacto, y aplica el Prob-
lema 2 a un intervalo que contenece este sopórte.



Problema 5. Sea B una σ-algebra de conjuntos de Rd. Suponemos que sean datos
conjuntos B(x, r) ∈ B con x ∈ Rd y r > 0, una medida µ sobre (Rd,B), tales que existan
constantes c1, c2 > 0 tales que

1. Para todo x ∈ Rd vale B(x, r1) ⊂ B(x, r2) si r1 ≤ r2.

2. Para todos x, y ∈ Rd y r > 0 tales que B(x, r)∩B(y, r) 6= ∅, vale también B(y, r) ⊂
B(x, c1r).

3. Para todos x ∈ Rd y r > 0 vale µ(B(x, c1r)) ≤ c2µ((B(x, r))

(a) Verifica que si B son los conjuntos Lebesgue-medibles, B(x, r) son las bolas abiertas
usuales, µ es la medida de Lebesgue, entonces valen las propriedades arriba.

(b) Verifica que si valen las propriedades arriba, entonces existe una constante c > 0 tal
que para toda familia F finita de conjuntos B(x, r) existe una subfamilia F ′ ⊂ F disjunta
tal que ∑

B′∈F ′
µ(B′) ≥ cµ

(⋃
B∈F

B

)
.

Problema 6 (Ejercicios 1.6.24 y 1.6.25 (i) de Tao). Si E ⊂ Rd es une conjunto Lebesgue-
medible, un punto x ∈ Rd se llama punto de densidad de E si

lim
r→0

m(E ∩B(x, r))

m(B(x, r))
= 1.

(Por ejemplo si E = [−1, 0) ∪ (0, 1], los puntos de densidad de E son (−1, 1). Entonces,
intuitivamente, un punto de densidad es un punto “casi interiór” de E, en el sentido que
casi toda la medida de una bola muy pequeña centrada en este punto, apartenece a E.)

1. Si E ⊂ Rd medible, muestra que casi todo punto x ∈ E es un punte de densidad de
E, y casi todo punto x /∈ E no es un punto de densidad de E.

2. Si E ⊂ Rd es medible y m(E) > 0, entonces muestra que para todo ε > 0 existe un
cubo Q ⊂ Rd tal que m(E ∩Q) < (1− ε)m(Q) > 0.

Problema 7 (Ejercicio 1.6.27 de Tao). Llameremos buen kernel una función P : Rd →
[0,+∞) con P ∈ L1(Rd) tal que existe P̃ tal que P (x) = P̃ (|x|) para todo x ∈ Rd, con
P̃ : [0,+∞) → [0,+∞) no creciente. En este caso decimos que las funciones Pt(x) :=
1
td
P
(
x
t

)
con t > 0 forman una buena familia de approximaciones de la identidad.

1. Demuestra que los kernels del calor no normalizados Pt(x) := 1
td
e−|x|

2/t2 fy los ker-
nels de Poisson no normalizados Pt(x) := t

(t2+|x|2)(d+1)/2 forman buenas familias de

approximaciones de la identidad.



2. Demuestra que si P es un buen kernel, entonces existen 0 < cd < Cd tales que

cd ≤
∑
n∈Z

2dnP̃ (2n) ≤ Cd.

Pista: cpmpara P con
∑

n∈Z 12n−1<|x|≤2nP̃ (2n).

3. Demuestra que existe C̃d tal que para toda f ∈ L1(Rd) vale

|f ∗ Pt(x)| =
∣∣∣∣∫

Rd

f(y)Pt(x− y)dy

∣∣∣∣ ≤ C̃dMf(x).

4. Si f ∈ L1(Rd), P es un buen kernel con
∫
Rd P (x)dx = 1 y x es un punto de Lebesgue

de f entonces
lim
t↓0

f ∗ Pt(x) = f(x).

Pista: usa la decomposición f(y) = f(x) + (f(y)− f(x)) y los puntos precedentes.

Problema 8. Sea µ una medida sobre (R,B) cómo en en problema 5 (para d = 1).

1. Muestra que si µ es una medida σ-finita, α > 0 y f ∈ L1
loc(R, µ) entonces

1

α

∫
A

|f |dµ− µ(A) ≤ 1

α

∫
|f |>α

|f |dµ− µ ({|f | > α}) .

(Definición: decimos f ∈ L1
loc(X,µ) si para todo K ⊂ X de medida µ finita vale

f ∈ L1(K,µ|K). En el caso X = Rd es equivalente de verificar f ∈ L1(B(0, Rn), µ)
para una succesión con Rn →∞.)

2. Usa este resultado para muestrar que para todo α > 0 y toda f localmente integrable
vale

µ({|f | > α}) + µ({Mf > α}) ≤ 1

α

∫
|f |>α

|f |dµ+
1

α

∫
Mf>α

|f |dµ.

Nota que la igualdad se cumple si α = 1 y f(x) = |x|−1/p.

3. Usando el paso precedente, muestra que para 1 < p < ∞ el operador “función
maximál” M envia Lp(R, µ) en Lp(R, µ) y es acotado por Ap, dónde Ap es la única
solución positiva de

(p− 1)xp − pxp−1 − 1 = 0.

(Definición: un operador A : (X, ‖ · ‖X) → (Y, ‖ · ‖Y ) entre espacios vectoriales
normados es acotado por C > 0 cuando vale ‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X para todo x ∈ X.)

Problema 9. Sea 1 < p <∞ y sea Ad,p > 0 la menor constante posible tal que

∀f ∈ Lp(Rd), ‖Mf‖Lp(Rd) ≤ Ad,p‖f‖Lp(Rd).

Muestra que
lim
d→∞

Ap,d = +∞.

Pista: Sea f0,d := 1Bd(0,1) dóndeBd(0, 1) es la bola unitaria de Rd. Considera los promedios
dados por |Bx|−1

∫
Bx
f0,d(y)dy dónde x ∈ Rd con |x| > 1 y Bx es la bola de centro

1
2
(|x| − |x|−1) x

|x| y radio 1
2
(|x|+ |x|−1).



Problema 10 (Ejercicio 1.6.20 de Tao + extra). Definamos

Mdf(x) := sup

{
1

|Q|

∫
Q

|f(y)|dy : Q cúbo diadico, x ∈ Q
}
.

1. Muestra que Md env́ıa L1(Rd) en L1,∞(Rd) con norma a lo más 1, osea que para
toda f ∈ L1(Rd) vale

‖Mdf‖L1,∞(Rd) ≤ ‖f‖L1(Rd).

Pista: Imita la prueba hecha por bolas. Nota que dados dos cúbos diadicos Q,Q′,
cuando no están disjuntos vale que uno contenece el otro. Esto ayuda para el lemma
de recubrimiento ocupado en la prueba, y permite de hacerlo más expĺıcito.

2. Muestra que Md env́ıa Lp(Rd) en si con norma a lo más p
p−1 , osea que para toda

f ∈ Lp(Rd) vale

‖Mdf‖Lp(Rd) ≤
p

p− 1
‖f‖Lp(Rd).


