Tarea 6

Fecha de Entrega: 24 de Abril.

Problema 1. Una succesion {f,} de funciones medibles se llama Cauchy en medida si
para todo € > 0 existe ng tal que para todos m,n > ng vale

p{[fm — ful > €}) <e

Muestra que cada succesion que es Cauchy en medida tiene una sub-succesién que converge
c.t.p.

Problema 2. Sea f : X — C medible. Muestra que f es integrable si y solo si
Yonez 2" u({|f] > 2"}) < 00 y que existen ¢, C' > 0 tales que para toda f medible vale

S 2 u({lf] > 2)) / fldn < €S 2" u{If] > 2°).
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Cuales son los valores de ¢, C' lo mas cerca de 1 posibles para los cuales estas desigualdades
continuan a valer para toda f medible?

Problema 3. Demuestra que si f: X — C es una funcion medible y

() = 0 si g < My,
III= max{k e N: M, <j} sij> M,

donde M, € N forman una succesion creciente, entonces

Zg p({|f] > 7}) = ZZ {If1 >}

k’lj Mk

Problema 4. Muestra que si G : [0,+00) — [0,+00) es una funcién creciente differen-
ciable y G o |f| : X — [0, +00) es integrable, entonces

[ cr@hdute) = [~ 6Wulte: 1) > Apde )

dénde L' es la medida de Lebesgue en R.

(Pista: ocupa la definicién de integral y discretiza siguiendo los valores de |f]..)

Sea ahora f : X — C una funcion medible. Consideramos de nuevo la funcion de dis-
tribucion de f, ya definida en el problema 1* de la tarea 5, por

Fy(A) = p({1f] > A}).

La funcion de distribucion nos permite de hablar mas facilmente de las medidas de so-
breniveles de f.



Problema 5. 1. Si f(x) = Z;V:1 a;1p,(z) es una funcién simple, encuentra su funcién
de distribucién.

2. Muestra que Fri (o + 5) < Fr(a) + Fy(5).
3. Muestra que Fyry(af) < Fr(a) + Fy(B).

Problema 6. Para f: X — C medible y 0 < p < oo definamos la norma LP-debil por

P
| fll zo-oo () := inf {C >0: Fr(A\) < —p por todo o > O} )

1. Muestra que || f||geoe() = sup {7F¢ ()7 v >0} .
2. Muestra que cuando las cantidades abajo estan finitas, vale
1 + gllree < max{2, 22} (|| fllzoeo + [|g]lzree) -
(Pista: ocupa el punto 2 del problema precedente, con o = 5 = «/2)

3. Muestra que f € LP(u) = f € LP>®(u).

1
Recuerdamos que || f|| e = ([x |f(2)|Pdp(z)) "
Problema 7. Sea f : X — C medible. Define
Iy ={peR: 1<p<oo: felP(u}

Demuestra que /7 es un intervalo. Sidefinamos ¢y : (1,00) = R por ¢(p) := plog || | zr ()
demuestra que ¢ es continua.

Problema 8. Demuestra que si 0 < p < oo entonces existe C}, > 0 tal que para todas
f,g: X — C medibles vale

1f + gllzogy < Cop (1o + Nlgllzog) -
Cual es el mejor valor de la constante C, para 0 < p < 17

Problema 9. 1. Muestra que L*(u) es un espacio de Banach, osea que si f,, es una
succesion de Cauchy respeto a la norma

| fllzoo(u :==inf{C >0: |f(z)| < C para p-c.t. z}.
entonces f, tiene un limite en esta norma.

2. Muestra que si f € LP(u) y po < 0o entonces limy, oo || f| o) = || f|| zoe-



Problema 10. Sea pu(X) =1y sea f: X — C medible 0 < p < co. Muestra que

Il = oo ([ toglsoldnto))
be
Muestra que si existe 7 > 0 tal que || f||r(u) < 0o entonces
i 170 = o ([ toelf(ollante) ).
p—0 X

(Pistas: (a) para una funcién convexa ¢ : [0, +00) — [0, 400) si u(X) = 1 vale [, ¢(|h])dp >
¢ (Jx |hldu). (b) Vale el limite lim,, o (t” — 1) = logt para todo t > 0.)

Problema 11. Sea k,(z) = — con 0 < s un numero real.

e

1. Para cuales valores de s vale k, € LP([—1,1]¢)? Para cuales valores vale k, €
LP>=([—1,1]%)? Cémo cambian las respuestas substituyendo [—1,1]¢ con R4?

2. Si ks € LP([—1,1]%) y 29 € R? definimos kg 4, (v) := ks(y — x0) para y € [—1, 1]<.

Muestra que entonces la funcién K, : RY — LP([—1,1]¢) dada por K,(zo) := ks,
es continua respeto a la norma LP (osea si 7, — 24 en RY, vale K,(1,) — K,(74)
en LP).

Problema 12. Si u(X) =1y f: X — [0, 4+00] es medible, demuestra que

ST+ By < / VIF Pdu <1+ [l
X

Encuentra una interpretacién geométrica de esta desigualdad cuando p es la medida de
Lebesgue restringida a [0,1] y f = F’ es la derivada de una funcién suave F' : [0,1] — R.
Cuando se tiene igualdad en estas desigualdades?

Problema 13. Sea f: X — C, con f € L*(u). Considera el conjunto

M(f) = {ﬁ/Efdu: EEB,O<M(E)<oo}C(C.

Coémo esta relacionado M(f) con || fl|zee(u)?



