Tarea 10

Fecha de Entrega: 22 de Mayo.

Para obtenecer el puntaje maximo serd suficiente entregar la solucion de almenos 5
problemas. Para los problemas provenecentes de las notas de Tao, ver Tao para pistas.

Problema 1 (Ejercicios 1.7.1, 1.7.2 de Tao).

1. Si E es un conjunto nulo por una medida exteriéon p*, muestra que £ es Caratheodory-
medible.

2. Muestra que £ C R? es Caratheodory-medible respeto a la medida exteriér de
Lebesgue si y solo si E es Lebesgue-medible.

Problema 2 (Ejercicios 1.7.4 y 1.7.6 de Tao).

1. Muestra que en la definicién de pre-medida, se puede asumir po(f) = 0 en vez que
1o finitamente aditiva, obtenecendo una definicién equivalente.

2. Muestra que en la definicién de pre-medida se puede asumir o numerabilmente sub-
aditiva en vez que numerabilmente aditiva, obtenecendo una definicién equivalente.

3. Muestra con un controejemplo que si tuvieramos a la vez los dos cambios prece-
dentes, no obtendriamos una definiciéon equivalente.

4. Encuentra una medida finitamente aditiva o : By — [0,4+00] que no es una pre-
medida.

Problema 3 (Ejercicios 1.7.7 y 1.7.8 de Tao).

1. Si g : By — [0, 400] es una pre-medida o-finita, u : B — [0, +00] es la extension de
Hahn-Kolmogorov de g y ¢/ : B' — [0, +00] es una otra medida numerabilmente
aditiva que extende g, muestra que pu = u' sobre BN B,

2. Muestra que sin la hipotesis que po es o-aditiva, la unicidad descrita en el punto
precedente no vale. (ver Tao para pista)

Problema 4 (Partes de los Ejercicios 1.7.18 y 1.7.19 de Tao).

1. Si E C By x By entonces muestra que los conjuntos E, :={y € Y : (z,y) € E}
praa x € X estan en By.

2. Muestra que si f : X x Y — [0,+00] es medible respeto a Bx X By entonces
fey— f(x,y) es By-medible para cada = € X.



3. Muestra que el producto de dos o-algebras de Lebesgue no es una o-algebra de
Lebesgue (Pista: ocupa el punto 1).

4. Muestra que la o-algebra de Lebesgue sobre R%? es el completamiento del producto
de o-algebras de Lebesgue sobre R? y sobre R? respectivamente.

Problema 5 (Ejercicio 1.7.22 de Tao). Muestra que la unicidad en el teorema de
Tonelli no esta cierto sin la hipotesis de o-finiteza sobre las medidas. (ver pista en Tao)

Problema 6 (Ejercicio 3.10.40 de Bogachev). Sea
T = {(z,y) € [0,1]* : z—y € Q}. Muestra que T tiene medida 0 pero intersecta cada
conjunto de la forma A x B con A, B conjuntons de medida positiva en [0, 1]. (Pista: usa
el facto que A — B contenece un intervalo)

Problema 7 (Ejercicio 3.10.38 y 3.10.43 de Bogachev). Sean (X, Bx), (Y, By) espacios
medibles.

1. Muestra que cada conjunto de Bx x By es contenido en una o-algebra engendrada por
conjuntos A,, X B,, para dos familias a lo mds numerables {A,} C Bx y {B,} C By.

2. Muestra que para todo E € Bx x By la familia de las secciones E, := {y € Y :
(z,y) € E} contenece a lo mas 2% conjuntos distintos.

Problema 8 (Ejercicio 3.10.53 de Bogachev). Sean (X, Bx), (Y, By) espacios medibles y
f X — Y una funciéon. Muestra que en general ninguna de las dos implicaciones abajo
vale:

El grafico {(z, f(z)) : =z € X}

Existe f que es medible entre Bx y By <« /= es By x By-medible.

Problema 9 (Ejercicio 3.10.82 de Bogachev). Sea 0,1 la medida definita sobre la esfera
unitaria S"~* C R", asignando a £ C B(S"™!) el valor

oo r(E) = nm ({m € B(0,1)\ {0}: — ¢ E}) .

|z
1. Muestra que 0,,_; es la unica medida de Borel sobre S*~! que satisface
" rdr x oy = L0 &7,
donde @ : R™\ {0} — (0,00) x S"! es dada por ®(x) = (|z|,z/|z|). (Pista: verifica

la igaldad sobre una familia de conjuntos que engendra los borelianos y que facilita
los calculos.)

2. Muestra que para toda funciéon f medible sobre R" vale

[ 0AC(2) = /OOO /S T (ry)do(y)dr.



Problema 10 (Medida de Hausdorft). Sea X un espacio metrico, F una familia de
subconjuntos de X y ¢ : F — [0, 00) una funcién sobre F, y suponemos que

e para todo d > 0 se puede cubrir X por una subfamilia numerable de F formada por
conjuntos de diametro a lo mas ¢,

e para todo 0 > 0 existe £ € F con ((F) < 4 y diametro de E menor o igual a §.

Definamos para 0 < § < ooy A C X,
i=1 i=1
Sea tambien

¥(A) = limYs(A).

510
1. Para 0 > 0 fijo, muestra que 15 es una medida exterior.
2. Muestra que en general para 0 > 0 15 no es una medida.
3. Muestra que ¢ es una medida de Borel.

4. Sea 0 < s < oco. Muestra que si X es separable, F = 2% y definimos ((F) =
diam(F)®, entonces las hipoteses son verificadas. Lo que obtenecemos se llama la
medida de Hausdorff H® sobre X de dimension s.

5. Muestra que para una curva v : [0,1] — X la medida H!(y) = £(y) mide el largo
de v, que es definido por

l(7y) == sup {z”: d(y(tic1),7(t:)) : 0=t <t; <---<t, =1, ne N} :

(en general para k € N la medida H* es proporcional a la medida de volumen
k-dimensional, en el caso que X = R™ o X sea una variedad Riemanniana).



