Teorema de recubrimiento de Besicovitch

Caso de un recubrimiento finito o numerable

Empezamos con el teorema de Besicovitch en el caso de familias finitas. Este resultado
dice que una familia finita de bolas en R" se puede sempre descomponer en M familias
compuestas de bolas disjuntas, dénde M depende solamente de la dimensiéon n. Vamos a
ver abajo una cota precisa para M, que va a resultar de un lema de geometria euclidiana
elemental. A causa de este ingrediente “geometrico” el teorema de Besicovitch es un
resultado més preciso y menos generalizable que el teorema de Vitali visto antes, pero
vamos a ver abajo que Besicovitch nos permite también de differenciar medidas generales,
mientras que Vitali nos permite solamente de differenciar medidas “doubling”. KEstos
indgredientes nos indican un concepto bastante profundo, osea que esta un balance entre la
regularidad /riqueza geometrica del espacio medible que consideramos y la reguladidad de
los objetos sobre este espacio que podemos differenciar. Parece no ser exajerado decir que
el problema de hacer preciso este balance queda un tema de investigacién profundo, con
muchas applicaciones en la ciencia moderna, y que contenece varias direcciones abiertas.

Teorema 1 (Teorema de Besicovitch finito). Para todo n € N existe M dependiente
solamente de n (y con la cota (4) explicita abajo) tal que si B es una familia finita de
bolas en R™ con la propriedad que

Ninguna bola de B contenece los centros de las otras bolas de B (1)
entonces existen M subfamilias By, ..., By C B tales que
1. Las bolas B; son disjuntas para j = 1,..., M.
2. B=UY, B,
Algoritmo para demuestrar el Teorema 1:
1. Empezamos eligiendo una bola Bf € B de radio méximo.

2. Por iteracién, eligimos Bf € B de radio méximo entre las bolas que no intersectan
Bi, y B? € B de radio méximo entre las bolas que no intersectan B U B?, y asf
siguiendo encontramos B¥ € B que no intersecta las B,..., Bt

3. Sino es posible encontrar Bf“ en la iteracion precedente, denotamos

By :={B: j=1,...,k}.

4. Considerando ahora las bolas B \ B; aplicamos nuevamente la iteracién arriba, y
encontramos una nueva familia de bolas disjuntas By C B\ B;.

5. Continuamos a iterar el proceso del paso precedente, hasta a qué terminamos todas
las bolas de B. Asi obtenecendo familias B, ..., By;.

6. Conclusién: Obtenecemos que, por conseguencia de la construccién arriba, cada
bola Bﬂ € B, intersecta porlomenos una bola de cada familia By, ..., By (sino
habria estada eligida a un paso precedente!), y cadauna de estas bolas tiene radio
mayor que BY, (por el mismo motivo).



Vamos a ocupar el resultado de la conclusiéon arriba, para poder acotar el numero M de
familias que construimos. Para hacer esta cota nos preguntamos cuantas otras bolas de
radios mayores una bola BY, puede intersectar, si sabemos que todas las bolas consideradas
satisfacen la condicion (1) del teorema, osea si el centro de una bola no estd incluido en
ninguna otra bola.

Una desigualdad muy semplice valida en espacios euclidianos es lo que va ayudarnos
fuertemente. Se note que aqui n no aparece, y es el Teorema de Pitagoras (osea el facto
que nuestra distancia es una distancia euclidiana) que juega el rol fundamental.

Lemma 2. En un espacio Euclidiano consideramos todas las triplas de bolas B(0,1), B(a,r,), B(b,r
que satisfacen (1) y tales que 74,7, > 1.

1. El valor minimal «q del angulo ab entre a,b, cuando minimizamos sobre todas las
triplas como arriba, se realiza en el caso que 2 = |a| = |b| = |a—b|+1 = r,+1 = r,+1.

2. En particular, para todas las triplas como arriba, vale
a 1 b 1
Bl2— - |NB|2—,=-|=0. 2
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Observacion: El principio descrito en el lemma vale idependientemente de n: si de-
muestramos el lemma en R? entonces vale en todo espacio euclidiano (por n general serd
suficiente restringirnos al plano engendrado por 0, a, b, los cuales estan en posiciéon general
a causa de la condicién (1)).

Demuestracion del lemma: El punto 2 del lemma sigue del punto 1 directamente: las
bolas

B(d,rw) = B (2% 1) B(V,ry) =B (2% 1) (3)

satisfacen la condicién 2 = |d'| = || = |d' = V|+1=ry +1 =ry + 1. Ademds por el
punto 1, apy > ab = a'b' con igualdad solo si |[a’ — ¥’| = 1. Por un calculo de geometria

euclidiana vale entonces 1 < |a’ —b'|, y las bolas (2) son disjuntas, demuestrando el punto
1.

Para demuestrar el punto 1, notamos que si |a| < |b| entonces podemos remplazar a por
a = ((ro +1)/|al)a, y b por v/ := ((ry, + 1)/|b|)b, y despues diminuar un poco el angulo
@'l sin contradecir la desigualdad la’ — V| < max{r,,ry} que certifica la condicién (1).
En este procedimiento el angulo diminue: a'ly < C/L?), con igualdad solo si @’ = a,b’ = b.
Entonces suponamos sin perdita de generalidad que |a| = r, + 1, |b] = 1 + 1.

A menos de acercar los centros de las bolas sin cambiar |al,|b|, podemos suponer que
la — b| = max{r,,m} = r, < rp. Ahora de nuevo podemos alejar b hacia b/ := ((r, +
1)/(rp+1))by acercar a, b’ sin cambiar |al, |b'|, lo que diminua el angulo entre estos vectores
a menos que r, = 1. Entonces podemos suponer |a| = [b| = |la—b|+1=r,+1=1r,+ 1.

Y lalP4[b?—la—b|? . .
Ocupando la formula cos(ab) = g due sigue del teorema de Pitagoras, obtenece-

mos cos(ab) =1 — 3 (1 + |71\> , que es minimo por |a| = 1, concluyendo la prueba. O

Ocupando el lemma precedente para una familia de bolas, obtenecemos el enunciado
siguiente:



Lemma 3. Suponemos que B(zg,79) = B(0,1) y B(x;,7;),i = 1,..., M son bolas en R",
tales que

1. Para todo i =1,..., M vale B(xg,ro) N B(x;,1;) # 0.
2. Para todo i # j € {0,..., M} vale x; ¢ B(x;,1;).
3. Para todot=1,..., M vale r; > rg.

Entonces las bolas B (Qﬁ 1) con ¢ =1,..., M son disjuntas.

lzi]° 2
Esto nos permite de llegar al resultado siguiente:
Lemma 4. Suponemos que B(xg, o), ..., B(zy,ry) son bolas de R™ tales que
1. B(xg,r0) N B(xi,7;) parai=1,..., M.
2. x; ¢ B(a,r;) parai # 5 €{0,...,M}.
3., >rgparat=1,..., M.
Entonces M < 5™,

Dem.: Sin perdita de generalidad (a menos de dilataciones y translaciones) suponemos

(xo,70) = (0,1) cémo en el lemma 3, y r; > 1. El lemma 3 nos entrega que las bo-
las B 2@—;,% ;0 = 1,..., M, son disjuntas. Estas bolas estan también contenidas en
B(0,5/2) y entonces (utilizando el facto que |B(z,ar)| = |B(0,ar)| = a"|B(0,r)| a causa
del comportamiento por translacién y dilatacién de la medida de Lebesgue)

QB(QW)\:Z

=1

5"B(0,1/2)[[B(0,5/2) =

B (2 o 1)‘ = M|B(0,1/2)|,

"2

y entonces 5" > M cémo necesitariamos demuestrar. OJ

Término de la prueba del Teorema 1: Cémo observamos en el paso 6 de la descripcion
de nuestro algoritmo, las bolas B(xg, o) construidas en el paso M’ + 1 del algoritmo
encuentran cadauna porlomenos una bola B(x;,r;) € B; por cada i = 1,...,M'. Se
verifica que estamos en la situacion del enunciado del Lemma 4: las condiciones 1 y 3
del lemma valen por la observacién del paso 6 del algoritmo, y la condicién 2 vale por
hipotesis del teorema. Entonces por la cota del Lemma 4, el algoritmo termina no mas
tarde del paso M’ + 1 dénde M’ < 5™, y entonces vale la tesi del teorema, con

M <5+ 1. (4)
O

Ahora ocupamos el Teorema 1 para demuestrar su analogo para familias numerables.

Teorema 5 (Teorema de Besicovitch numerable). Para todon € N existe M que podemos
tomar igual al valor encuentrado en el Teorema 1 (entonces M < 5" + 1 cémo en (4)), y
tal que si B es una familia numerable de bolas en R™ con la propriedad que

Ninguna bola de B contenece los centros de las otras bolas de B (5)

entonces existen By, ..., By C B tales que



1. Las bolas B; son disjuntas para j =1,..., M.
2. Las B; forman una particion de la familia B.

Algoritmo para demuestrar el Teorema 5: Siendo B numerable, podemos escribir

B = {Bz}fil

Para cada k € N sea B¥ := {By, ..., By} la familia de las primeras k bolas. Aplicamos el
Teorema 1 a B* y obtenecemos una particién en M familias de bolas disjuntas

Bf=Bru...uBk,.

A menos de adjuntar familias vacias, suponemos que M es independiente de k.

Cémo a cada paso k la bola B; esta incluida en la familia B*, existe una succesién
ar(k) € {1,..., M} tal que

B, € le(k), para cada k > 1.

Cémo ay : N — {1,..., M} toma un numero finito de valores, toma porlomenos uno de
los valores infinitas veces. Osea, existe i; € {1,..., M} tal que

Ki:=a;'({i1}) CN es infinito.

Para Bs, podemos ahora considerar solo k € K; y para k > 2 definamos as(k) cémo el

indice tal que
B, € Bl;i?(k), para cada k€ Ky, k> 2.

Entonces tenemos una funcién oy : K3 N {2,3,...} — {1,..., M} que sobre un conjunto
infinito toma finitos valores, y entonces existe iy € {1,..., M} tal que

Ky = a;'({is}) C Kin{k >2} es infinito.

Continuando iterativamente, para cada m € N encuentramos conjuntos --- C K, C
K1 C -+ C Ky, todos infinitos, y una succesioén (i,,)men con valores en {1,..., M} tal
que

BieB¥ ... B,e€ Bfm para todos k € IC,,.
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Ahora podemos asociar a cada B, € B su “indice infinito” i,, y obtenecemos las M
familias By, ..., By definidas por

Bj ::{BpeB: Zp:Z}
Es facil de verificar que

1. Cada bola B; estd en una y una sola de las familias B;, (por definicién: esta es la
familia B;,

2. Si B, # By estan en la misma familia B; entonces estan disjuntas (por construccion,
para todo m > max{a,b} vale B,, B, € B}, y siendo que B}" fue obtenida por el
Teorema 1, contenece bolas disjuntas, y entonces B,, B, son disjuntas).



Esta verificacién completa la demuestracién del teorema. O

Observacién: En efecto, la prueba del Teorema 5 tiene una interpretacion combinatoria:
Asociando un grafo a B con vertices las bolas y un lado para cada pareja de bolas que se
intersectan, uno esta intentando de construyer un “coloramiento” del grafo por M colores
tal que vertices con el mismo color no estean conectados. Ideas similares a las de esta
prueba se puede ocupar para pasar al caso numerable otros resultados de coloramiento
de grafos. En efecto mucho de la discusién de recubrimientos valida en R™ se puede
generalizar para familias de grafos. Esto por ejemplo aparece en el importante Lema
de regularidad de Szemeridi, un lema sobre limites de grafos, cuya prueba ocupa
principios similares a los de esta parte del curso.

Teorema de Besicovitch general

Vamos a tratar ahora el caso de familias de bolas B no necesariamente numerables en
R™ y también relajaremos la condiciéon de que las bolas eviten centros de otras bolas al
mismo tiempo. El teorema que demuestramos es el siguiente:

Teorema 6 (Teorema de Besicovitch). Para cada n € N existe M < (5" + 1)? tal que si
B es una familia de bolas

e cuyo conjunto de centros A := {z: IB = B(z,r) € B} C R" es acotado
e cuyo conjunto de radios R := {r > 0: 3B = B(z,r) € B} C (0,00) es acotado

entonces se pueden encuentrar M subfamilias a lo mas numerables By, ..., By C B tales
que

1. Las bolas en By U ---U Bj; cubren A.
2. Para cada j = 1,..., M las bolas de B; son disjuntas.

Algoritmo para el Teorema 6:

Sea A, := By sea sy :=sup{r: Jz € R", B(z,r) € A;}. Al paso 1 encuentramos una
bola B(z1,7) € A; tal que | > %sl.

Al paso m + 1 definamos A,, 1 como las bolas cuyos centros no estan cubiertos por bolas
de pasos precedentes:

Ay = {B(x,r) eB:x¢ U B(xj,rj)},

y eligimos la préxima bola en este conjunto, y que tiene radio cerca del supremo:
3
B(Tpi1,Tms1) € Apg1,  tal que 7 pq > ZSUP{T : dr e R", B(z,7) € Ay} (6)

Continuamos a eligir bolas succesivamente de esta manera si A,,,; # 0, y definamos
Q = {Bl, Bg, . }

el conjunto (finito o numerable) de las bolas obtenidas de esta manera. Vamos a demues-
trar las 4 propriedades utiles para lo que sigue:

Propriedades de G obtenidos por el algoritmo:



1. Para todos i # j € N vale x; ¢ B(x;, Z%n),xi ¢ B(x;, %ri).
(Prueba: sea sin perdita de generalidad ¢ < j. Siendo que z; es un centro no cubierto
por las bolas precedentes, z; ¢ B(x;,7;) y entonces z; ¢ B(;, 3r;) también. Desde
x; ¢ B(z;,r;) sigue también |x; — z;| > r; y por la definicién de r; y por el facto
que B(zj,r;) € A; para i < j, vale r; > 3r; y entonces |z; — ;| > 3r;,= z; ¢
B(xj, §7r5).)

2. Si para i # j € N wvale B(z;,3r;) N B(xj,3r;) = 0 entonces vale también z; ¢
B(ZL‘Z‘,TZ‘),I'Z' ¢ B(Ij,?“j).
(Prueba: Sea sin perdita de generalidad ¢ < j. Ya en el paso precedente habemos
justificado el facto que x; ¢ B(x;, 1), y i > %rj. Ademas sigue de nuestra hipotesis
3

y utilizando este ultima desigualdad, que |z; — ;| > 2(r; +1;) > 3C3r; + 1) =

757 > ;. Esto demuestra que x; ¢ B(wx;,7;) y concluye la prueba de este paso)

3. Si #G = oo entonces lim;_,o, 7; = 0.
(Prueba: A es acotado entonces existe una subsuccesién de Cauchy de los centros
z; € A de nuestras bolas, osea existe j; tal que |z; — x| — 0. Cémo en los
puntos precedentes |z;, — :zcjk+1| > T, Y T > %rj para todo j > jx. Entonces
r; — 0 también.)

4. Las bolas de G cubren el conjunto de centros A.

(Prueba: para el caso #G < oo esto sigue directamente, porque significa que en un
numero finito de pasos se obtenece A,,.; = ), lo que significa que A es cubierto
por las bolas obtenidas en los primeros m pasos. Si #G = oo, ocupamos el punto
precedente. Sea x € A y entonces existe B(z,r) € B de centro x. Por el punto
precedente, existe m tal que 741 < 3r. Entonces z € B(z1,71) U -+ U B(Zm, '),
porqué si x no estuviera en esta union estuviera en A, 1 y con nuestra desigualdad
contradeciriamos la eleccién de r,,11 en (6).)

Termino de la demuestracion del Teorema 6: Ahora vamos a subdividir G en un
numero M < (5" + 1)? de familias disjuntas, ocupando el Teorema 5. Vamos a denotar
AG la familia de bolas obtenida desde G remplazando cada bola de radio r de G por una
bola de radio Ar, osea AG := {B(x, Ar): B(x,r) € G}.

e Por el punto 4 precedente, G cubre A y por construccion G es numerable. Por el
punto 1 precedente se puede aplicar el Teorema 5 a la familia %g y obtenecemos
una particién de esta familia en a lo més 5" + 1 familias de bolas disjuntas:

My

3 3 3
Zg — U Zgl., cada familia Zgi contenece bolas disjuntas, My <5"+1. (7)
i=1

e Cadauna de las familias %Gi es formadas de bolas B(z;, %ri) disjuntas, y entonces
por la propriedad 2 de G, las bolas B(x;,r;) satisfacen la propriedad (5) y entonces
G, verifica las hipotesis del Teorema 5. Aplicando este teorema, obtenecemos una
particién de G; en a lo més 5" + 1 familias de bolas disjuntas.

M;
G = U Gij, cada familia G;; contenece bolas disjuntas, M; <5"+1. (8)
j=1



e Entonces G esta particionado en a lo mds (5™ 4+ 1)? familias de bolas disjuntas G;:

wo e (3) )
g:Ugi:Ung‘ja ZMz < Mp(5" +1) < (5" 4 1)
i—1 i=1

i=1j=1



