Funcién maximal y teoremas de recubrimiento

Espacios con bolas y medidas “doubling”

Definicién: Si X es un espacio y para todo x € X yr > 0 esta definido un conjunto
B(z,r) C X, decimos que (X,{B(z,r) : x € X,r > 0}) es un espacio con bolas con
constante ¢; > 0 st valen las propriedades

1. Para todo x € X y todos 0 <1y <1y, vale B(z,7m) C B(z,12).

2. Para todos x,y € X y todo 0 < r, si B(z,r) N B(y,r) # 0 entonces vale B(xz,r) C

B(y> Clr)‘

Ejemplos:

1. Si (X,d) es un espacio metrico y B(z,r) = {y € X : d(x,y) < r} son las bolas

cerradas usuales, entonces (X, {B(z,r)}) es un espacio con bolas con constante
Cl = 3.

Demuestracion: la propriedad 1) de la definicién es imediada, y para la propriedad
2), si z € B(x,r) N B(y,r) entonces d(x, 2),d(y,z) < r y todo punto w € B(z,T)
satisface d(w,z) < r. Entonces, por desigualdad triangular, para todo w € B(z, )

tenemos
d(w,y) < d(w,x) + d(x, ) + d(z,y) < 3r.

Esto prueba que B(x,r) C B(y,3r).

. Cémo caso particular del punto precedente, R? con sus bolas usuales es un espacio
con bolas de constante ¢; = 3.

. Fijemos un numero 0 < ¢ < 1 y en cada punto de R? fijamos una direccién v(z),
osea fijemos una funcién v : R? — S!, y definamos

Envelopa convexa de la elipse E
B(z,a) := la cual tiene semieje mayor paralelo al vector v(z),
y tiene un féco en = y eccentricidad e.
Esto nos entrega un espacio con bolas de constante ¢; = 5.
Demuestraciéon: Recuerdamos que si a < b son los largos de semiejes de una elipse,

entonces e es dada por e = /1 — Z—j, y entonces no cambia por dilatacién del elipse.
El diametro del elipse es 2a, y la distancia de un féco al elipse es ea.

De nuevo, la propriedad 1) de nuestra definicién sigue directamente porqué B(z,19)
se obtenece dilatando por r5/r; la elipse B(x,r1). Para verificar la parte 2), obser-
vamos que en el caso que B(x,a) y B(y,a) sean tangentes y |x — y| = 2ea, entonces
la elipse B(z,a) es también tangente internamente a B(y, ca) para ¢ = ea/(ea+2a).
En el caso de otras posiciénes reciprocas un valor de ¢ < ea/(ea+2a) serd suficiente.
Esto demuestra que el valor de ¢; optimal que valga para toda v es ¢; = e/(e + 2)



Definicién: Si X es un espacio con bolas de constante c¢1, B es una o-algebra sobre X que
contenece todas las bolas y p es una medida sobre (X, B), decimos que u es co-doubling
si para toda bola B(x,r) vale

p(B(z, crr)) < cop( Bz, 7).

Observacion: Seria equivalente de imponer que exista ¢ tal que par toda bola u(B(x, 2r)) <

Cop(B(z, 7)) (osea que “la medida de la bola de radio doble esta controlada por la medida
de la bola misma”, lo que justifica el nombre “doubling”).

La constante optimal ¢y de la definicion que utilizamos y la constante optimal ¢, de esta
definicién alternativa son conectadas por las formulas 552 < ¢, < &% con |z] el
maximo entero menor o igual a x y [z] el minimo entero mayor o igual a x.

Lemma de Vitali

Lemma 1. Sea (X, B, 1) un espacio con bolas equipado con una medida doubling. Si F
es una familia finita de bolas entonces existe una sub-familia disjunta (osea formada por
bolas disjuntas) 7' C F tal que

U B(x,r) C U Bz, err). (1)

B(z,r)eF B(x!',r")eF!

Ademas vale

u (U B) < Y uB). (2)

BeF B'eF’

Demuestracién: Si demuestramos (1) entonces (2) sigue directamente del facto que F’
es compuesta de bolas disjuntas p es co-doubling (y esto justifica nuestra definicién de
doubling, dénde aparece la constante ¢; en vez de 2).

Pasamos entonces a construyer F' cémo en (1). Esto se hard mediante un “greedy algo-
rithm”, cémo sigue.

Empezamos tomando F(0) := (), R(0) := F.

Pason+1 (conn>0):

Sean F(n), R(n) C F las familias de bolas construidas al paso precedente.
Si R(n) = () entonces ponemos F' := F(n) y el algoritmo termina.

Si R(n) # 0, eligimos

Bni1 = B(xpi1,mn41) € R(n)  t. q. rpoyy =max{r: Iz € X, B(z,r) € R(n)},
y definamos

Fn+1):=Fn)U{Bpi1}, R(n+1):={BeF: VB € F(n+1),: BNB =0}

...y pasamos al paso siguiente.

Las siguientes afirmaciones se pueden verificar directamente:



e El algoritmo termina en a lo mas #F pasos. (En efecto, #F(n) = n, lo que se
puede demuestrar por induccion.)

e F' es formada por bolas disjuntas. (Porqué en cada paso se adjunta a F(n) una
bola que, como esta en R(n), no intersecta ningina bola de F(n).)

e Al termino del algoritmo, todas las bolas de F intersectan bolas de F'. (Porqué
terminamos al paso ng en el cual R(ng) =.)

e Si B € F\ F entonces existe ny B,, = B(x,,r,) € F tal que B C B(x,,c1ry).

Demuestraciéon de la afirmacién precedente: Notamos que existe un primer
paso n > 1 tal que BN B, # 0. Si B = B(x,r) y B, = B(x,,1,), entonces
r, > 1 (porqué si fuera cierta la desigualdad opuesta, entonces la bola B, no seria
estada eligida en el paso n como bola de radio mas grande que no intersecta las
precedentes). Entonces por la propriedad 1 en la definicién de un espacio con bolas,

0 # B(x,r) N B(xp, 1) C B(x,ry) N Bz, ),
y para la propriedad 2 de la definiciéon de un espacio con bolas,

B(z,r,) C B(xy,, c1my).

Los puntos precedentes concluyen la demuestracion del lemma. 0

Funcién maximal
Sea (X, {B(x,r)}) es un espacio con bolas con constante ¢; y p una medida doubling con
constante co sobre X.

Definicién: Sean X, p como arriba, con ademds p(B(z, 1)) < 0o para todas bolas B(x, ),
y sea f: X — C una funcion medible. Entonces definimos para v € X :

1 - 1
M) = sup s / ). i) = /B F@)duly).

i (3)
La funcion M f se llama funcién maximal de f y M f se llama funcién maximal decen-
trada de f.

Propriedades elementales de M f, M f: (demuestraciones dejadas como ejercicio)
o Mf=M|f|=|Mf|, Mf=M|f|=|Mf|
e Para todo x vale M f(z) > M f(x).

e Para todo x, siendo que y es doubling, M f(x) < c;M f(x).



Teorema maximal

Recuerdamos que el espacio L'*(u) sobre un espacio de medida es formado por las
funciones tales que

[ £llz2Go = sup ag ({If] > a}) < oo. (4)
Observacion:

1. En un espacio metrico (X,d), un conjunto E C X es compacto cuando por cada
recubimiento de E por bolas B(x,r), existe un subrecubrimiento finito de E. La
misma condicion se puede formular en todo espacio con bolas.

2. Para el caso de R? con la medida de Lebesque = m, habemos visto que si E C R?
medible entonces

w(E) =sup{u(E'): E' C E, E' compacto}. (5)

3. Siendo que tenemos una nocion de “compacto” para espacios con bolas una condicion
de reqularidad similar sobre j se puede formular de la misma manera para nuestra
i sobre un espacio con bolas (donde “compacto” se considera en el sentido del punto
precedente).

Para continuar, necesitamos esta hipotesis de regularidad de la medida pu:

Hipotesis addicional sobre u: La medida p satisface la approximabilidad por “com-
pactos” (5), en el sentido de la observacion precedente.

Teorema 2. Suponemos que (X, {B(z,r)}) es un espacio con bolas y que u es una medida
doubling de constante ¢y que satisface la propriedad (5).

Sea f : X — C una funcién medible.
1. Si f e LP(u) con 1 < p < oo entonces M f(x) < oo para pu-casi todo z € X.

2. Si f € L'(u) entonces vale
M fllroe ) < call fllzro- (6)

3. Si feLP(u) conl<p< oo entonces vale

D 1/p
) 1l )

HMfMWQSQ(@

Demuestraciéon: El punto 1 del enunciado sigue de (6) y (7), entonces sera suficiente de
demuestrar los puntos 2 y 3.

Para el punto 1, observamos que a causa de la propriedad de M f(z) < coM f(z) vista en
la seccién precedente, para demuestrar (6) es suficiente de muestrar

1M fllprooqey < coll Il - (8)



para esto, mirando la definicién (4) se ve que es suficiente de muestrar, para cada o > 0,

o ({z: Nf(x) > 0}) < /X Fldn. (9)

Definamos
E,:={reX: Mf(x)>a}. (10)

Utilizando (5), es equivalente a (9) que para todo E C E, compacto vale
1
u(B) <% [ Iflan (11)
a Jx

Ahora, el facto que z € E,, osea que M f(z) > a, significa (utilizando la definicién (3))
que existe una bola B, que contenece x tal que

a <

7 L W (B < < [ 17l (12)

Eligiendo una tal bola B, para todo z € F,, encontramos un recubrimiento de F,, y
entonces también de cada E C E, compacto, osea vale

EcE,c | B. (13)

€l

El facto que E es compacto significa que existe una subfamilia finita F C {B, : z € E,}
que todavia cubre E. Para esta familia aplicamos el lemma de Vitali demuestrado en estas
notas, y esto nos permite de concluyer! Obtenecemos una subfamilia F' C F disjunta tal
que:

(Vitali)
WE) < o Y u(B,)

BLeF
(12)

Ca
< =
DS /B; fld

BLEF
F'disj.) ¢
FaE) o | fldu
& JU B,
(1f] = 0)
S (14)
X

Esto muestra (11) para todo E C E, compacto, como quereamos.

Ahora demuestramos el punto 3 del enunciado. Vamos a ocupar el punto precedente, y
para esto necesitamos reducir la complejidad del problema a una discusién de sobreniveles.
Vamos a ocupar la cota siguiente

m ({Mf > a}) < 22—2 /|f|>a/2 | f|dpe. (15)

Antes de muestrar (15), vamos a ver como nos permite de obtenecer (7). Esto sigue de
las formulas
o0
0

/X gPdu = p / u({lg] > a}) a*'da (16)



que ya habemos visto en clases precedentes y nos puede ayudar para g = M f, v nos
entrega

/X \Mf]pdu (1:6) p/ooo,u ({Mf > 04}) o o
(1§5) 2 cop /000 (/f|>a/2 |f|d,u) a2 do
= 2 CQp/X (/02f| aP—Qda> |fldu = 2P Cng : /X |fPdp,  (17)

lo que es equivalente a (7). Para justificar el cambio de orden de integracién en (17), se
puede usar el teorema de Fubini (que vamos a considerar en unas clases més) o se puede
discretizar f directamente, como en el problema 4 de la tarea 6.

Lo que falta para concluyer la demuestracién es demuestrar (15). Esto sigue de las dos
partes siguientes:

«

{Mf > a} C {M (fl‘f|>a/2) > 5}, (18a)

(1 Pe) > 5}) = 2 [ At = [l 18

La parte (18b) sigue aplicando el punto 2 a la funcién f1)s>qa/2, entonces falta la parte
(18a), para la cudl ocupamos el “truco” siguiente. Tenemos que x € {M f > a} si y solo
si existe B, bola con x € By y con o > pu(B,)~" [, | f|dp. Entonces

1 1 1
uB) < 5 [ = [ flau+ [ g
& JB, @ J{fI>a/2}NB, @ J{fl<a/2}NB,

1

1
< — Lifisa/l d —u(By).
< a/Bx|f flsas2| M+2M( )

reordinando los terminos obtenecemos el primer termino abajo, y las formulaciones equiv-
alentes siguen reordenando terminos y por definiciéon de M (-):

1 1 o 1
—u(B,) < = Lifsanldy & - < —— Lifj>a/2| d
QM( )< oz/Bw ‘f #> /2‘ a 2 = w(By) /Bx ‘f > /2} s

~ Q
& T E {M (fl‘f|>a/2) > 5}
Esto vale para todo = € {M f > a}, lo que concluye la prueba de (18a), y del punto 3 del
teorema también.
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