Funcion de distribucion, funciones L? y L™
Espacios L”

Consideramos un espacio de medida (X, B, u). Para 0 < p < oo el espacio LP(u) se define
cémo el espacio de las funciones medibles f : X — C tales que

| fllzequ = </X |f|pdu)p < 0.

| fllzoo(uy :==sup{C > 0: |f(z)] < C, para p-c.t. v € X}.

Para p = 0o se define

y el espacio L> () estd formado por todas las funciones f medibles tales que || ]| zoo(u) <
0.

Observacién: Cdmo ya hicimos para el caso L'(11), funciones f,g € LP(u) se consideran
equivalentes f ~ g si coinciden c.t.p. respeto a p. Por abuso de notacion indicamos
el cociente LP(u)/ ~ siempre con “LP(u)”, confundiendo cada funcion con su clase de
equivalencia.

La condicién || f||r(y) = 0 < f = 0 c.t.p. sigue cémo en el caso p = 1 ya considerado en
clase. La condicién de 1-homogeneidad ||cf]|zr(u) = |¢||| f|lLr(u) Para ¢ € C sigue facilmente
de la homogeneidad de la integral.

Pasamos ahora a demuestrar que || - ||z»(,) es una norma para 1 < p < oo y una casinorma
para 0 < p < 1. Esto significa que para todo 0 < p < oo existe C), tal que para todas f, g
medibles

1f 4+ 9llery < Co (If gy + l9llzrgy), con Cp=1 paral<p<oco. (1)

Demuestracion de (1): Para p = oo esto es directo, y vamos a dejar el caso 0 < p < 1
para ejercicio, y nos concentramos en el caso 1 < p < oo.

Por 1-homogeneidad, a menos de multiplicar f,g por una constante, podemos suponer
que || fllee + llgllze = 1. En el caso f =0 0 g = 0 c.t.p., la prueba es trivial, entonces
nos concentramos en los casos restantes. Por homogeneidad existe 0 < 6 < 1 tal que
f=0Fg9g=(1-60)G, con ||F|zr = ||G|lzr = 1. Por convexidad de la funcién x — |z|P
sigue que para todo x € X

0F (z) + (1 = 0)G ()" < 0|F(2)]” + (1 - 0)|G(x)]".
Integrando esta desigualdad respeto a p obtenecemos (1) para F,G, lo que concluye

nuestra prueba. (]

Conclusién: Para 1 < p < oo, el conjunto LP(u) es un espacio vectorial, y || - || zo¢w
LP(p) — [0, 400) define una norma.

Vamos a demuestrar ahora que (LP(u), || - [|zr(w)) €s un espacio de Banach, osea un espacio
normato completo. Un espacio normato (V|- |) se llama completo si toda succesién de
Cauchy en V respeto a la norma | - | tiene un limite en V.



Lemma 1. Sea (V,]|-|) un espacio normato. V es completo si y solo si por una succesién
v, € V vale la implicacién

o) N
Z:l|vn|<oo = JveV, ]Vlgg)oz_;vn—v:o. (2)

Demuestracién: Si vale (2), entonces cuando w, es una succesién de Cauchy en V|
podemos encontrar una sub-succesion w,, tal que vy = wy, , — wy, satisface la parte
izquierda de (2), y entonces tal que w,, converge a un limite w € V. Cémo w,, es Cauchy,
|Wy,, — wy, | tende a cero cuando m,k — oo y entonces w, también converge al mismo
limite w. Entonces (2) es equivalente a que (V,|-|) sea completo.

Viceversa, suponamos que (V,| - |) sea completo, y sea v, una succesiéon que verifica la
parte izquierda de (2). Entonces 320 v, es una succesién de Cauchy, y tiene un limite
en V por hypotesis. Entonces vale la parte derecha de (2), como se queria demuestrar. [
El lemma nos permite de demuestrar lo siguiente:

Proposicién 2. Sea 0 < p < co. Entonces el espacio LP(x) con la norma (o seminorma,
si0<p<1)||Le) es completo.

Vamos a dejar los casos 0 < p < 1 y p = o0 por ejercicio, sabiendo que las ideas
necesarias estan similares a las requeridas para 1 < p < oco. Demuestracion para
1 <p < oo: Sea f, € LP(u) una succesion tal que valga la parte izquierda de (2) con
(Vi-1) = (LP(u), || - llr(w)), ¥ verificamos que vale la parte derecha. Para la desigualdad
triangular (1), vale

N
> Il
n=1
Pasando al limite N — oo por convergencia monoténa encontramos
[e.9]
> Il
n=1

y entonces la suma Y ., |f.(z)| esta finita por p-c.t. x € X. También tenemos en este
caso (y entonces p-c.t.p.),

N o0
< Z ||fn||LP(u) < Z anHLP(u) = M < .
) n=1 n=1

Lr(p

< M,

L (p)

p

(éf@:))p S (i fn(fc)>

y por convergencia dominada sigue que > ", f,(x) converge en L, verificando el lado
derecho de (2), como se queria demuestrar. O
Mencionamos un otro resultado 1til en el estudio de succesiones en LP:

Proposicién 3. Sea 1 < p < oo y sean f,, f € LP(u). Condicién suficiente para que f,
converga a f en LP(u) es que f, — f c.t.p. y que || fullzo(uy = 1f ]l ze -

Demuestracion:
Enunciado 1: Si f,, f son medibles, f, — [ c.t.p. vy existen g, : X — [0,+0o0],

gn € LY () tales que | fu| < gn c.t.p. y N gnll i) = 19|l entonces fX fudp — fX fdu.



Demuestracion del enunciado 1: Se procede cémo para la prueba de la convergencia
dominada, aplicando Fatou y nuestras hipotesis de convergencia:

/g+/f < lim gn+liminf/fnZ/g+liminf/fn,
n—oo n—oo n—oo
/g—/f < lim gn—limsup/fn=/g—1irrlsup/fm

n—00 n—00 n—00

lo que implica el enunciado 1.

Para concluyer la prueba, es suficiente usar el enunciado 1 con f,, f, g,, g remplazados
por fo == |fu — fI', f = 0,30 := 2°(Iful? + |fIP),§ := 2°F!|f|P, vespectivamente. Las
hipotesis de la proposicién implican que las hipotesis de convergencia del enunciado 1
estan verificadas con esta eleccién. La prueba de la dominacién |f,| < Gn, osea |f, — f|? <
28| ful? + | f|P), sigue de la cadena de desigualdades siguientes, que valen para todos
a,b e C:

la = 0" < (Ja] +[b])” < (2max{|al, [b]})” < 2°(|al” + [b").

O
Funcion de distribucién
La funcion de distribucion de una f : X — C medible es la funcion
Fy :]0,+00) = [0, +00],  Fr(A) == pn({[f] > A}). (3)

Se verifica directamente que valen las siguientes propriedades bésicas (para todas funciones
medibles f,g: X — C):

1. Si|f] <|g| c.t.p. entonces Fy < F.
2. Para todo ¢ € C\ {0}, Fip(N) = Fr(N/|c]).
3. Ff+g(a + b) < Ff(CL) + Ff(b) y ng(ab) < Ff(CL) + Fg(b)

4. 51T : X — X es una transformacién que preserva la medida, osea si Ty = p,
entonces Iy = Fyor

Se verifica también facilmente que
15 =p [ ¥ Fdn (4)
0

Demuestracion de (4):

p/oo N (A = p/ooo N u({lf] > )\})dA:p/OOO API/X1{f|>A}(x)du(x>dA

_ /X ( /0 f(x”p)\pld)\) du(x) = /X @) dp(a),

donde la igualdad en la segunda linea se puede justificar ocupando el teorema de Fu-
bini, o directamente, aproximando el integral ocupando discretizaciones succesivas de los
conjuntos de nivel de f. OJ



Espacios L

Usando la funcion de distribucién se puede definir un analogo menos fuerte de la norma
I+ llze ), osea

C 1
iy =int {205 v >0, B0 < G b= supAtutllf| > 2. 9

Se define el espacio LP*°(u) cémo el espacio de todas las funciones f : X — C medibles
tales que || f|| gp.o(u) < 00. Este espacio se llama también el espacio LP-debil.

Ocupando las propriedades de la funcién de distribucion se puede verificar que existe
¢, > 0 tal que para todas f,g € LP>(u) vale

1f + gllzro < e (I lzpeeq + 9llzr) - (6)

En general vale ¢, > 1. En el caso p = 1 podemos también verificar algo més fuerte, osea
que el espacio vectorial L*°(u) no es normable, osea no existe una norma || - ||, sobre
LY°°(u) y constantes 0 < ¢, < C, < oo tales que para todo f € LY*°(u) sean ciertas las
desigualdades (que dicen que || - ||, es equivalente a la casinorma || - || £1.00(,).-

Nl < Mfllzreequy < Cull £l (7)

Para ver esta propriedad, notamos que una norma || - ||, por definicién verifica la de-
sigualdad triangular, mientras que los errores en la desigualdad triangular introducidos
por || - ||z1ee¢u) pueden acumularse de manera divergente. Més explicitamente, sea Sy el
grupo de las permutaciones de {1,..., N} y para o € Sy se defina

N
§ ;L-
NN

Se verifica que para todo o € Sy vale || fo||L100(u) = || fiall Loy = 1, ¥

ZfU:N! 1—|—1—|—---—|—i 1,1y, y entonces Zf" = NI 1+1—|— —|—i .
2 N ” 2 N

O'GSN O'GSN LI‘OO(M)

Demuestracién que L'*°([0,1]) no es normable: Suponamos que exista una norma
| - ||« tal que valga (7) para todo f € L“*([0,1)), con 0 < ¢, < C, < 0co. A menos de

multiplicar || - ||« por un factor constante podemos suponer que C, = 1. En este caso
nuestro ejemplo, mas la desigualdad triangular para || - ||, nos entrega
1 1
| = = ! B I
N= S hollpe = S50 2| S0 1 S| =em (1+ L +N).
O'ESN O'GSN O'ESN % O'GSN 1,00
Esto implica que para todo N vale
1 > 1+ L +-F !
Ce 2 N’

lo que no puede ser verificado para ¢, > 0. Entonces no existe una norma || - ||, comparable
con la casinorma || - |10, cémo queriamos demuestrar. O

La relacién entre LP y LP> es la siguiente:



Proposicién 4. Para toda f: X — C medible vale

HfHLP(,u) > Hf”LP"X’(u)'
En particular, L? C LP*°.

Demuestracion: Para la monotonia del integral vale

/ P> / Sl = Xu({lf] > A},
X [fI>A

Tomando el sup respeto a A > 0 en el miembro derecho, sigue la tesi de la proposicién. [



