Resultados Sobrg funciones uniformemente
integrables

Proposicién 1. Si (X, B, i) es un espacio de medida y F, G son dos familias de funciones
medibles tales que

lim sup/ |fldp =0, lim Sup/ lgldp =0,
M=o rer Jif1>m M=o0 geG Jig|>Mm
entonces la familia
F+G:={f+g:feF,geg}
satisface también

lim  sup / |f + gldu = 0.
M—=00 f19eF+G J|f+g|>M

Demuestracion: La tesi sigue de la siguiente desigualdad:

/ |f+9|du§/ 2|f|du+/ gld,
|f+gl<2M | f|>M lg|>M

la cual sigue de la desigualdad puntual

|f + g‘l\f+g|>2M < 2|f’1|f|>M + 2|g|1|g\>M- (1)

Para demuestrar (1) notamos que X es la unién de los dos conjuntos {|f| < |g|}, {|f] <
lg|}, v (1) sigue si demuestramos

|f + 9l rrgsamligi<igr < 21f g5 lipi<ig) + 291 g5 00 £1< g
If + 9l prgsomipzlg < 2f 1N p1s 012100 + 2|91 1191500 L 12 g)-

Nos concentramos en la segunda desigualdad, y la primera se demuestra de manera
analoga. A menos de remplazar f por fls>|g v g por gljs>|y podemos suponer que
|f] > |g] en todo X y demuestrar (1) bajo esta condicién. En este caso

{If +gl>2M} C{|f| > M}, |f+gl <|fl+ gl <2|f],

y entonces
|f + 9l prgisonr < 20F Ly pagison < 20F |1 g5 00,
y (1) sigue directamente. O

Proposicién 2. Si (X, B, ) es un espacio de medida y F,G C L{y) satisfacen

lim sup/ |fldp =0, lim sup/ lgldpw =0
020 peF Jif1<s 020 geg Jig|<s

sup || fllz1(u) < o0, sup ||gllr1() < oo,
fer geg

entonces F + G satisface también

lim sup / |lf 4+ gldu=0 sup  ||f + gl < oo
070 f+9eF+G J| f+gl<s fHger+g



Demuestracién: Si || f| ;1) < Ar para toda f € Fy ||g||1(u) < Ag para toda g € G
entonces || f + gllzrgy < I1fllnrw + 9ll2 < Ar + Ag para toda f + g € F + G, lo que
demuestra la segunda propriedad requerida.

Para demuestrar la segunda propriedad, fijemos € > 0, y observamos que por hypotesis,
existe 0 > 0 tal que para todas f € F,g € G vale

[ e [ jgln<e )
|fl<o lgl<o

Sera sufficiente encontrar £ > 0 dependiente solamente de Ar,e y d y tal que
/ |f + gldp < 5e. (3)
|f+gl<x

Para esto, imponamos que k < ¢/2 y dividamos el integral (3) en tres pedazos que
trataremos separatamente:

/’ u+guu=/’ V+yuu+/’ vuu+/’ lgld.
|f4gl<r | f4gl<r,|f]>d/2 |f4gl<m,|f|<d/2 |[f4gl<r,|f]>6/2 (4)

Para el primer pedazo utilizamos la desigualdad de Markov y encontramos

Markov 1 2A 7
/ £+ gldn < (U7 > 5020 5w [ Isldn <55 )
|F+l<r|F1>6/2 /2 Jx

lo que estd acotado por € si eligimos k < €d/(2Ax).

Para el segundo pedazo en (4) utilizamos (2) y la inclusién {|f + g| < &, |f|] < §/2} C
{If] < d/2} C {|f] < &}, entonces

/ mws/ Fldp < c. (6)
|f+gl<k,|f|<6/2 |fl<o

Para el tercer pedazo en (4) utilizamos la desigualdad triangular que dice
If+gl <k, |fl<d/2 = J|g|<rk+d/2<0

usando nuestra hypotesis k < 0/2. Esto implica que {|f + g| < &, |f| < §/2} C {|g| < 0}
y nos permite de usar (2) para obtener

/ lgldp < / lgldp < e. (7)
|f+gl<r,|f|>6/2 lg|<é

Sumando (5), (6) y (7) y con la eleccién de k < min{d/2,ed/(2Ax)}, obtenecemos en (4)
la cota (3). O

Consequencia imediada de las dos proposiciones precedentes es el teorema siguiente:



Teorema 3. Sea (X, B, ;) un espacio de medida. Si F,G son dos familias de funciones
uniformemente integrables, entonces F + G es uniformemente integrable.

El teorema precedente nos permite de semplificar la demuestracion del teorema 1.5.13 de
Tao:

Teorema 4. Sea (X, B, ) un espacio de medida. Si f,, : X — C son funciones uniforme-
mente integrables y f : X — C es una funcién medible, entonces

fo— fen L'(u) < f,— f en medida.

Demuestracién: Recuerdamos que la convergencia en L' (1) implica la convergencia en
medida en general, entonces la parte interesante del teorema es la implicaciéon opuesta,
en la cual entonces nos concentramos.

Cémo habemos visto en el curso, la convergencia en medida f, — f implica la conver-
gencia casi uniforme (y entonces c.t.p.) para una sub-succesién f,, . Por el teorema de
Fatou sigue que f € L'(p).

El facto que f € L'(u) implica que la succesién constante g, = —f,n € N es uniforme-
mente integrable.

El teorema precedente implica que la sub-familia {f,, — f }nen C {fn}nen+ {gn fnen es uni-
formemente integrable, y esto es equivalente a decir que {|f, — f|}nen es uniformemente
integrable. La succesion |f,, — f| converge a cero en medida, y necesitamos demuestrar
que convege a cero en L'(u). Entonces, a menos de remplazar f,, f por |f, — f|,0 respec-
tivamente, podemos considerar solo el caso en qué f, : X — [0,+00) y f = 0.

Fijemos € > 0 y demuestramos que existe ng tal que para n > ny vale

/an<e.

Ya sabemos por uniforme integrabilidad de f,, que existen d > 0, M > 0 tales que para
todo n € N vale

€ €
fnd,ul < ga / fnd,u < g
fn<é fn>M

El facto que f,, — 0 en medida implica que existe ngy tal que para n > ng vale

pl{fn = 8) < 57

y entonces

€ 2
fudn= [ fudn [ udn< S Mul{, 2 8)) < e
fn>6 fa>M 5< fn<M 3 3

Entonces para n > ng vale

2
/ fndp = Jndp + fadp < =+ Ze =,
X fn<d fn>6 3 3

como se necesitaba demuestrar. O



