Teorema de De La Vallée-Poussin

Trabajamos en un espacio de medida (X, B, u). Recuerdamos que una familia de
fonciones F C L'(u) se define uniformemente integrable si

Losupser |[flligw < oo,

3. limgo SqueFfmga | fldp = 0.

Observacién: En unos textos, que trabajan especialmente bajo la condicién pu(X) < oo,
la definicién de “uniformemente integrable” incluye solo la segunda condicién de nuestra
definicion.

En efecto, bajo la condicién p(X) < oo, ser uniformemente integrable equivale a
imponer la sola condicion 2. de nuestra definicion:

1. La condicién 3. de nuestra definicién sigue de p(X) < oo, siendo que en este caso
para toda f medible podemos usar la cota

Ammmsmwww,w%w

2. La condicién sup ez || f |21 (u) < 0o sigue de limps, oo SUP e 7 f‘f|>M | fldu < oo bajo
la condicién pu(X) < oo, porqué para toda f € F

dp = d dp < Mp(X d 1
Joae= [ s [t < a0 csp [ gtan, ()

y silimas oo SUPger i1, | fldp < 0o entonces existe My tal que supser [,y [f1dn =
C(Mp) < oo. Tomando el sup;. en (1) sigue entonces

?ujfg 1Nl 2ty < Mop(X) + C(My) < oo.
S

Teorema 1 (De La Vallée - Poussin). Sea (X, B, ) un espacio de medida, con u(X) < oco.
Sea F C L'.
F es uniformemente integrable

=
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T = TO9,
supyer [ G (If(2)]) du(x) < oc.

Existe G : [0, 400) — [0, +00) creciente t.q. {



Demuestracion:

Ya habemos visto que cuando p(X) < oo la condicién que F sea uniformemente integrable
es equivalente a

lim sup/ |fldp = 0.
[fI>M

M —+4o00 fer

Demuestraciéni de “<”: Fijamos € > 0 y necesitamos encontrar M tal que para todo

f € F vale
/ fldu < e 2)
|fI>M

Sabemos que G(t)/t — oo, lo que significa
G(t
vC, IM, C < % para t > M. (3)
Usando esto con t = |f(z)| > M y integrando en du(x), para todo f € F vale

1 1
/|f>M!f!du§ 5/{x:f($)|>M} G(lf(@)Ddu(z) < E/XG(]f(a:)\)du(:c). (4)

La segunda propriedad de G dice que C' := supser [ G(|f(z)])dpu(x) es una constante
finita. Entonces tomando el sup;.» en (4) sigue

Ql

sup /M flau < . (5)

feF

Entonces estd suficiente de tomar C' = C/e en (3), y con el M garantizado por (3)
correspondiente a este C, la cota (5) nos da (2), completando esta primera parte de la
prueba.

Demuestraciéon de “=": Vamos a construyer GG estrictamente creciente tal que

vieF, [ Glr@hdu) <1 (6
X
Para empezar, para f € F escribimos
flaw = > [ ilda
/|f>Mk j_zj\;k J<IfI<i+1
> > jn{i<IfI<i+1}), (7)
J=My,

donde la primera igualdad sigue porqué los conjuntos {j < |f| < j+1} con j € N, j > M,
forman una particién del conjunto {|f| > My}, y la desigualdad en (7) sigue porqué en el
conjunto {j < |f| < j+ 1} la funcién f estd acotada abajo por j, para cada j.



En (7) podemos reescribir

Yoini<Ifl<ivy) = > > nli<Ifl<ji+1}) (8)

=M, j=Mj, i=1

S Y wti << )

J=Mj, i=Mj,

= S S ui<Ifl<i+1)) (10)

i=M,, j=i

v

(e 9]

= > n(lfl>), (11)

i=M,,

donde para justificar (8) notamos que Y27, 1 = j, para (9) obtenecemos una desigualdad
porqué borramos los terminos con i < M que son positivos, y para (10) usamos un
reordinamiento de la summacion.

En (7) por la hypotesis que F es una familia uniformemente integrable, podemos encontrar
M, tales que por toda f € F

2k > /|f |>Mk|f|du s L=, (12)

’L:Mk
y summando (12) sobre k obtenecemos que por toda f € F
Yo > ul{lfl>ih) < (13)
k=1 ’L:Mk

Similmente a (7) escribimos

| Golflan > G o |fldy
X o Jh<|fI<k+1

[e.9]

< Z (k+ Du{k < |fl <k+1}), (14)

k=

donde se uso6 la cota superior para G o |f| por G(k + 1) valida en cada conjunto {k <
|f| < k+ 1} a causa de la crecencia de G. Ahora suponemos que G sea de la forma

Gk+1) =) g(j), (15)

y entonces (14) se escribe, con una reescritura de la doble suma simile a (8)-(11),

/GO!fldu<ZZg (k< |f] <k +1}) Zg w({If1> 7). (16)

k=0 7=0



Si ahora ponemos

~ |0 sig < My,
g(j)—{ max{k € N: M, <j} sij> M, (17)

entonces obtenecemos, con un nuevo intercambio de sumas (ejercicio!),

Zg a1 >3 =D ul{Ifl > 3}). (18)

k=1 j=Mj,

Ahora (13), (16) y (18) implican la formula que necesitamos demuestrar, (6).

Observamos que g definida en (17) es creciente y tende a +00 cuando j — oco. Podemos
extender g a una funcién constante en todos los intervalos de la forma [j,j+1) con j € N,
y definir

obtenecendo en este caso que vale (15) como necesitamos. En este caso G es positiva
creciente y G(t)/t — oo para t — oo. Esto concluye la demuestracion del teorema. 0

Observacién: Ademas la G construida en la segunda parte de la prueba es estrictamente
convexa, lo que es una propriedad extra respeto a lo que requeria el teorema.



